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Der Schur-Multiplikator in der algebraischen Zahlentheorie 
Von Hans Opolka, Münster 
1. Einleitnng 
Ein hauptsächlich auf Tate zurückgehendes Resultat besagt, daß der Schur-Multi-
plikator der absoluten Galoisgruppe eines lokalen oder globalen Zahlkörpers k ver-
schwindet. Es soll über einige Folgerungen aus diesem Satz berichtet werden. Die 
Hauptpunkte sind: Beschreibung der Geschlechter von zentralen Erweiterungen 
einer gegegebenen endlichen Galoiserweiterung K/k, eine Verallgemeinerung des 
Hasseschen Normensatzes, Geschlechtertheorie für die Darstellungen der absoluten 
Galoisgruppe von k. Gleichzeitig wird auf Literatur hingewiesen, die mit diesen 
Themenkreisen mehr oder weniger eng zusammenhängt. 
2. Bezeichnungen 
U sei die Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1. Für eine topologische 
Gruppe C bezeichne C die Gruppe der stetigen Homomorphismen von C mit Werten 
in U. Ist 9 eine proendliche Gruppe, so sei M(g) = H2( g,U) die zweite Kohomologie-
gruppe von 9 in bezug auf den diskreten trivialen g-Modul U. M(g) heißt Schur-Multi-
plikator von g. Für einen lokalen oder globalen Zahlkörper k bezeichne k einen alge-
braischen Abschluß von kund G k = G(k/k) sei die absolute Galoisgruppe von k. Sei 
G = G(K/k) eine endliche Faktorgruppe von G k • Wir setzen GK = G(k/K). Es sei GRb 
die Galoisgruppe der maximalen in k enthaltenen abelschen Erweiterung von K. 
Schließlich bezeichnen wir mit CK die multiplikative Gruppe K* von K im Lokalen 
bzw. die Idealklassengruppe von K im Globalen. 
3. Die exakte Hochschild-Serre Sequenz 
Sei k lokal oder global. Dann gilt 
(3.1) M(Gk ) = 1, 
vgl. z.B. [38], § 6. Die exakte Hochschild-Serre Sequenz [18], Th. 2, S.129, liefert 
daher die folgende exakte Sequenz 
(3.2) 1 ~ 6~ 6k~6R~ M(G)~ 1; 
hierbei bezeichnet 't diejenige Transgressionsabbildung, die zur Kohomologieklasse 
v = a*(u) E H2(G,G~b) gehört, wobei u E H2(G,4) die kanonische Klasse und 
a*: H2(G,CK)--'> H2(G,G~b) die durch das universelle G-equivariante Artinsymbol 
a: CK --,> G~b induzierte Abbildung bezeichnet, vgl. [2], S. 222 ff. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052620
190 Hans Opolka 
4. Der Kern der Lokalisierungsabbildung 
Sei k global. Für jede PrimsteIle v von k sei v eine Fortsetzung von v auf k und GI' 
sei die Zerlegungsgruppe von V!K. Mit .ti=.ti(K/k) bezeichnen wir den Kern der 
Lokalisierungsabbildung 
(4.1) M(G) ~ il M(G,,), 
v 
wobei v alle Prim stellen von k durchläuft. Man beachte, daß fast alle v in K unver-
zweigt, daher fast alle Zerlegungsgruppen Gv zyklisch und somit fast alle lokalen 
Schur-Multiplikatoren M(Gv) trivial sind. Nach Tate [44], S.198, gilt 
(4.2) ~ = ~(K/k) ist dual zum lahlknoten Si' = Si'(K/k) von K/k. 
Der lahlknoten Sf ist wie folgt definiert, vgl. Scholz [34], S.101: 
{ a E k * I a ist lokal überall Norm in K/k} 
.Il = {a E k* I a ist globale Norm in K/k} 
(4.2) ist neuerdings zum wichtigen Hilfsmittel bei der Klassifikation der Galoiserwei-
terungen K/k, für die der Hassesche Normensatz gilt, geworden, vgl. [9], [10], [11], 
[12], [13], [14], [15], [32]. 
5. Geschlechter von zentralen Erweiterungen 
Sei k lokal oder global. Eine endliche Galoiserweiterung L von K/k (das ist eine K 
umfassende endliche Galoiserweiterung von k) heißt zentral, wenn G(L/K) im Zen-
trum von G(L/k) enthalten ist. Zwei zentrale Erweiterungen L,L' von K/k heißen 
vom gleichen Geschlecht, falls eine endliche abelsche Erweiterung kolk existiert, so 
daß L· ko = L' . ko. 
(5.1) Die Geschlechter von zentralen Erweiterungen von K/k entsprechen bijektiv 
den Untergruppen des Schur-Multiplikators M(G). 
Diese Bijektion ß entsteht folgendermaßen: Zu jeder Untergruppe ~{~ M(G) 
existiert nach (3.2) eine Teilmenge X c G~, so daß .(X) = 91. Sei L der Fixkörper zu 
11 Kerx, XE X. Das zu L gehörige Geschlecht [L] ist nach (3.2) durch m eindeutig 
bestimmt. Setze ß(m) : = [L]. Die Umkehrabbildung y von ß: Sei [L] ein Geschlecht 
zentraler Erweiterungen von K/k. Setze y([L]) : = .(G(L/Kn, vgl. (3.2). 
Sei k global. Jedem Geschlecht von zentralen Erweiterungen [L] von K/k sind 
dann die lokalen Geschlechter [Lv] von zentralen Erweiterungen von K"/kv zuge-
ordnet. Aus (4.2) und (5.1) folgt 
(5.2) Gilt in K/k der Hassesche Normensatz, dann sind zwei Geschlechter von zen-
tralen Erweiterungen von K/k genau dann gleich, wenn an allen PrimsteIlen v von k, 
die in K verzweigen, die entsprechenden lokalen Geschlechter gleich sind. 
Sei k lokal oder global. Für alle fE M(G) definieren wir den Index l(f) von f auf-
grund von (3.2) wie fOlgt. 
l(f): = Min {GK:Kerx I XE G~, .(X) = f}. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052620
Der Schur-Multiplikator in der algebraischen Zahlentheorie 191 
(5.3) Sei k lokal. Für alle fE M(G) gilt dann l(f) <m· m', wobei m die Ordnung von f 
ist und m' die maximale Ordnung einer in k enthaltenen Einheitswurzel von m-Potenz-
ordnung bezeichnet. 
Sei k global, sei fE M(G) und sei S = S(f) die Menge der PrimsteIlen v von k, für 
die die Einschränkung f" E M(G,,) nicht trivial ist. 
(5.4) Sei k global. Für alle fE M(G) gilt dann 
1(f)~kgV(I(fv»· (K:k)~kgV(m,,· m~)· (K:k), 
VES VES 
wobei m" die Ordnung von f" bezeichnet und m~ die gleiche Bedeutung hat wie m' in 
(5.3). 
Aus (5.3) und (5.4) ergibt sich die folgende Aussage. 
(5.5) Sei k lokal oder global und sei 2[~ M(G). Dann läßt sich jedes Geschlecht zen-
traler Erweiterungen von K/k, das im Sinne von (5.1) zu 9l gehört, durch eine zentrale 
Erweiterung L von K/k repräsentieren, so daß die folgenden Gradabschätzungen richtig 
sind: Im Lokalen 
L: K~ (e· e')Rank(j[l, 
wobei e = exp2rund e' = maximale Ordnung einer in k enthaltenen Einheitswurzel von 
e-Potenzordnung. Im Globalen 
L:K~[kgV(ev· e;)· (K:k)]Rank(:>[1, 
VES 
wobei S die Menge der PrimsteIlen v von k bezeichnet, für die die Einschränkung 
~[v~ M(G,,) nicht trivial und e" = exp9[y, e~ wie oben. 
(5.1) bis (5.5) werden in [30] bewiesen. 
Für eine klassenkörpertheoretische Kennzeichnung zentraler Erweiterungen, wie 
sie von A. Scholz [34], [35] eingeleitet wurde, ist die Frage nach Repräsentanten von 
Geschlechtern zentraler Erweiterungen mit einem "kanonischen" Führer von großer 
Bedeutung. Die weitreichendsten Ergebnisse in dieser Richtung finden sich in [7J. 
[39], [40], [41]. Eine systematische Darstellung findet man in [17]. Vollauf befrie-
digende Ergebnisse sind im Globalen aber nur im Speziaifall k = Q, K/Q abelsch, 
bekannt. Das Hauptresultat lautet wie folgt, vgl. z. B. [17], S. 80. 
(5.6) Sei K/Q abelsch. Abgesehen von dem Fall, daß 2 in K verzweigt ist, wenn K: Q 
gerade ist, läßt sich jedes Geschlecht zentraler Erweiterungen von K/Q durch eine zen-
trale Erweiterung L von K/Q repräsentieren, die in demjenigen zentralen Klassenkörper 
von K enthalten ist, der zum sogenannten Geschlechtermodul gK von K gehört: 
gK =nlJ'I/i,,-I)+I, 
p 
wobei lJ alle endlichen und unendlichen PrimsteIlen von K durchläuft, Cj!,> die sogenannte 
Hassefunktion bezeichnet, vgl. [37], IV, § 3, und 9 pi, P Primzahl oder unendliche 
PrimsteIle, die Zerlegung des Führers von K/Q in PrimsteIlenpotenzen ist. 
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6. Auflösung zahlentheoretischer Knoten 
Sei k global. 
(6.1) Diejenigen zentralen Erweiterungen L von K/k, die im Sinne von (5.1) zum 
Kern 5)=NK/k) der Lokalisierungsabbildung (4.1) gehören, lassen sich durch die fol-
gende Auflösungseigenschaft charakterisieren. Ein Element in k*, welches lokal überall 
Norm in Llk ist, ist globale Norm in K/k. 
(6.1) kann als eine Verallgemeinerung des Hasseschen Normensatzes gedeutet 
werden; denn wenn K/k zyklisch ist, dann ist M(G) und damit auch s;, trivial. s;, läßt 
sich dann im Sinne von (5.1) durch K repräsentieren, und die in (6.1) beschriebene 
Auflösungseigenschaft wird zur Aussage des Hasseschen Normensatzes. Zum Beweis 
von (6.1) vgl. [26J, [28]. 
(6.2) Das zu.p(K/k) gehörige Geschlecht läßt sich durch eine zentrale Erweiterung L 
von K/k repräsentieren, so daß 
L: K ~ (K: k)Rallk(['). 
(6.3) Sei k = Q. Das zu s;,(K/Q) gehörige Geschlecht läßt sich durch den zentralen 
engeren Hilbertschen Klassenkörper H~ von K repräsentieren. 
(6.2) folgt aus (5.5). (6.3) führt ins Zentrum der klassischen Geschlechtertheorie 
[34], [35], [6], [25], [8], [27], [20], [22], 1I. Ein kurzer Beweis von (6.3) findet sich in 
[29]. In Spezialfällen läßt sich die in (6.2) gegebene Abschätzung verbessern, vgl. 
dazu [42]. 
7. Geschlechter von Galoisdarstellungen 
Sei k lokal oder global. Sei D eine (komplexe, stetige, endlichdimensionale) Dar-
stellung von Gk> d. h. D ist ein Homomorphismus D: G k ~ GL(n,(:), so daß G k : 
Ker D< 'Xl. Zwei Darstellungen D" D2 von Gk heißen vom gleichen Geschlecht, falls 
ein 'A. E Gk existiert, so daß D2 ähnlich zu 'A. c>9 D1 ist. [D] sei das Geschlecht der Dar-
stellung D: Gk~GL(n,(:). Der Index I([D]) von D ist wie folgt definiert. 
I([D]) : = Min {Gk : Ker D' I 0' E [D]}. 
D definiert eine projektive Darstellung 
i5: G k ~ GL(n,{:) ~ PGL(n,q, 
deren Äquivalenzklasse durch [D] eindeutig bestimmt ist. Sei G: = D(Gk). Die exakte 
Sequenz 1 ~ (:* ~ GL(n,q ~ PGL(n,q ~ 1 definiert einen Verbindungs homo-
morphismus ö: Hom(G,PGL(n,q) ~ H2(G,{:*) == M(G). Setze f : = ö(D). f hängt 
nur von [D] ab. Es gilt 
(7.1) I([D]) = I(f) ·IGI. 
Vom Standpunkt der Theorie der Artinschen L-Reihen [1] ist es vernünftig, primitive 
Darstellungen von G k zu untersuchen; das sind solche, die irreduzibel und nicht echt 
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induziert sind. Ist A. E Gk> so ist mit D nach dem Frobeniusschen Reziprozitätsgesetz 
auch A. ® D primitiv. 
Sei nun D primitiv, sei H = D(Gk), G = O(Gk). Als endliche Untergruppe von 
GL(n,C) enthält H nach einem wohlbekannten Resultat von C.Jordan, vgl. z.B. [5], 
(36.13), S. 258, einen abelschen Normalteiler A, so daß H:A;§;t(n), wobei t(n) eine 
nur vom Grad n von D abhängige Zahl bezeichnet. Wegen der Primitivität von D ist A 
nach der Cliffordschen Theorie [5], § 49, im Zentrum von H enthalten. Das Zentrum 
von H stimmt aber nach dem Schurschen Lemma mit dem Kern der durch 3t: GL(n,C) 
~ PGL(n,C) vermittelten Abbildung H~G überein. Deshalb gilt 
I GI ;§; t(n). 
Beachtet man noch, daß die Ordnung von f nach I. Schur den Grad n von D teilt, so 
läßt sich aus (5.3) und (7.1) der folgende Satz ableiten. 
(7.2) Sei k lokal. Ist D:Gk~GL(n,C) eine primitive Darstellung, so gilt 1([D]);§; 
;§; T(n,k), wobei T(n,k) eine nur von n und k abhängige Zahl bezeichnet. Insbesondere 
gibt es nur endlich viele Geschlechter primitiver Darstellungen von Gk von gegebenem 
Grad. 
Die Endlichkeitsaussage ergibt sich zusammen mit der Abschätzung aus der Tat-
sache, daß nur endlich viele Erweiterungen von k von festem Grad existieren, vgl. 
[24], Prop.14, S. 54. 
Sei k global. [D] heißt unverzweigt außerhalb einer endlichen Primstellenmenge S 
von k, wenn die Erweiterung K/k, D(Gk) = G(K/k), außerhalb S unverzweigt ist. Aus 
(5.4) und (7.1) läßt sich der folgende Satz ableiten. 
(7.3) Sei k global. Ist D : Gk~ GL(n,q eine primitive Darstellung, deren Geschlecht 
[D] außerhalb einer endlichen Primstellenmenge S von k unverzweigt ist, dann gilt 
1([D]);§;T(n,k,S), wobei T(n,k,S) eine nur von n, kund S abhängige Zahl bezeichnet. 
Insbesondere gibt es nur endlich viele Geschlechter primitiver Darstellungen von Gk 
von vorgegebenem Grad, die außerhalb einer vorgegebenen erzdlichen PrimsteIlen-
menge von k unverzweigt sind. 
Die Endlichkeitsaussage ergibt sich zusammen mit der Abschätzung aus einem 
klassischen Resultat von Minkowski, welches besagt, daß es nur endlich viele Erweite-
rungen von k von festem Grad gibt, die außerhalb einer endlichen Primstellenmenge 
von k unverzweigt sind. 
Geschlechter von Galoisdarstellungen werden ausführlicher in [31] behandelt. 
8. Schlußbemerkungen 
Einige Aspekte sind unerwähnt geblieben: insbesondere die erwiesenermaßen nütz-
liche Rolle des Schur-Multiplikators bei der Lösung des Klassenkörperturmproblems, 
vgl. dazu [33], und die bisher eher ungewisse Rolle des Schur-Multiplikators im Zu-
sammenhang mit der sogenannten Leopoldt-Vermutung, vgl. dazu [16], Abschnitt 
4.4. 
Die Literaturliste erhebt keinen Anspruch auf Vollständigkeit. 
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